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RESUMEN

El automóvil, por constituirse en uno de los mecanismos de mayor uso por los seres humanos en el día a día,
es un sistema de estudio que concentra una gran cantidad de investigadores, particularmente en el tema de su
dinámica. En este contexto, se han definido múltiples modelos para sus diversos movimientos entre los que
podemos mencionar el de cabeceo (pitch). Por ello, este trabajo presenta el modelo matemático de dinámica
de vehículo implementado mediante Bond Graph y, a partir de éste, se realizan las simulaciones de validación
del mismo para –posteriormente– obtener las ecuaciones de estado del móvil, objetivo final de este estudio.
Las validaciones del modelo Bond Graph se han realizado mediante el software de simulación 20-Sim.
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ABSTRACT

The automobile by being one of the mechanism of greater everyday use by human beings is a system that
concentrate a great number of researchers especially concerning its dynamics .In this context several models
have been identified due to its diverse movements, among which we can mention the pitch. Therefore this
works presents the vehicle dynamic mathematical model obtained through the Bond Graph. The model was
implemented by Bond Graph and from there these validation simulations were performed in order to obtain
the equations about the state of the automobile, which was the final aim of this study. The validations of the
model Bond Graph were performed by using the 20-Sim simulation software
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INTRODUCCIÓN

Dentro de los diversos sistemas estudiados
por el hombre, uno de éstos corresponde al
análisis del comportamiento dinámico de los
vehículos, medio de transporte utilizado por
millones de personas y que concentra un

número no menor de investigaciones alre-
dedor del mundo. En este contexto, se han
realizado múltiples modelos definidos por un
conjunto de ecuaciones (Cuadrado, 2000)
que determinan los grados de libertad que
se analizaran en dicho móvil. En esto últi-
mo, los nuevos avances dictan que el mode-
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lamiento de un vehículo se esté realizando
mediante la teoría de los multicuerpos (Cua-
drado, 1997) que permite considerar sub-
sistemas más allá de los permitidos por los
métodos clásicos de la mecánica (Chiang,
1999). Es así como, en estos últimos años,
los grafos obtenidos mediante la herramienta
de diseño Bond Graph han sido un aporte
significativo para esta teoría (Breedveld, 2003).

Por lo anterior, en este artículo se pre-
senta el modelo Bond Graph (Broenink,
1999) del sistema vehículo, basado en los ya
existentes (de Boer, 2002; Louca et al., 2001;
Marquis, 2006), que permite la simulación
de aspectos tan relevantes del comporta-
miento de un vehículo (Ervin et al., 1983),
pero analizando el comportamiento longi-
tudinal de tal forma de obtener las ecuacio-
nes de estado (Cuadrado, 2000) mediante
algoritmo para tal efecto.

En la última década se ha estrenado una
gran variedad de productos de software di-

señados especialmente para el análisis de este
tipo de mecanismos; entre éstos, podemos
destacar: Adams, Simulink y 20-Sim (Broenink,
2003), que permiten trabajar con modelos
que requieren las características de eficien-
cia mencionadas. En particular, en esta in-
vestigación se realizan las simulaciones uti-
lizando 20-Sim, el cual ha demostrado ya
sus capacidades en muchos otros trabajos de
investigación (Filippini et al., 2005).

MODELO

Se comienza el análisis del comportamiento
longitudinal del vehículo (Gillespie, 1992),
en su movimiento de cabeceo, desarrollan-
do el modelamiento mediante Bond Graph.

Para iniciar el análisis longitudinal se debe
tener presente el modelo básico a conside-
rar (Figura 1).

Figura 1. Modelo longitudinal de vehículo.
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Este modelo es una composición de dos
ruedas con una masa superior que corres-

ponde al chasis. Así, se obtiene el diagrama
Bond Graph para él (Figura 2).

Para obtener las ecuaciones de estado se
procede a determinar los flujos y los esfuer-
zos en base al diagrama Bond Graph (Figu-
ra 2). Primeramente, se identifican las va-
riables (Karlsson et al., 2005) del sistema:
desplazamientos x

1
 y x

2
 para K

1
 de las ruedas

izquierda y derecha respectivamente, canti-
dad de movimiento p

1
 y p

2
 para m

1
 y m

2
,

desplazamiento x
3
 y x

4
 para K

2
 de los mue-

lles izquierdo y derecho (en la suspensión)
y, finalmente, cantidad de movimiento p

3
para M y p

4
 para J. Para realizar esta labor se

Figura 2. Modelo Bond Graph para movimiento longitudinal.

enumeran los enlaces como muestra la Fi-
gura 2.

Se debe señalar que para la obtención de
los flujos, válido también para los esfuerzos,
se debe proceder en orden a aquellos flujos
que, a medida del avance del recorrido, se
vayan obteniendo; por ello, el recorrido no
tiene por qué ser estructurado.

Comentado lo anterior, se comienza a
identificar las expresiones en los enlaces del
grafo:

Sistema de ecuaciones del modelamiento de cabeceo de un vehículo mediante Bond Graph / J. C. PARRA M.
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Ahora, para los esfuerzos:
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Obtenidos todos los flujos y esfuerzos, se
procede a determinar las expresiones finales

para las variables de estado; es así como:

Sistema de ecuaciones del modelamiento de cabeceo de un vehículo mediante Bond Graph / J. C. PARRA M.
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Donde a
1
 es la aceleración de m

1
, a

2
 de

m
2
, a

3
 de m

3
 y a

4
 es la aceleración angular

del chasis. El sistema final se puede repre-
sentar, matricialmente, como:

Donde

p
1

momentum lineal en el eje Z de la rueda 1.
p

2
momentum lineal en el eje Z de la rue-
da 2.

p
3

momentum lineal en el eje Z del chasis.
p

4
momentum circular en el eje Y del cha-
sis.

x
1

desplazamiento vertical del neumático en
la rueda delantera.

x
2

desplazamiento vertical del neumático en
la rueda trasera.

x
3

desplazamiento vertical de la suspensión
en la rueda delantera.

x
4

desplazamiento vertical de la suspensión
en la rueda trasera.

K
1

constante de estiramiento del neumáti-
co en cada rueda.

K
2

constante de estiramiento del resorte de
amortiguación en cada rueda.

R
1
, R

2
constante de amortiguación en cada

rueda.
M masa del chasis.
m

1
masa de las ruedas delanteras (neumá-
tico más llanta).

m
2

masa de las ruedas traseras (neumático
más llanta).

g aceleración de gravedad.
CG Centro de Gravedad.
a longitud desde el eje delantero al CG.
b longitud desde el eje trasero al CG.
J inercia rotacional del chasis.
V

0
Velocidades presentes en el punto de
contacto neumático-calzada producto
de las imperfecciones de la calzada (ca-
rretera).
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RESULTADOS

Los resultados se obtienen a partir de las si-

mulaciones en 20-Sim. El modelo imple-
mentado se muestra en la Figura 3.

La simulación, para entradas de veloci-
dad vertical de calzada nula (sin obstáculos),
entrega que la velocidad angular, W, es cero
y la velocidad vertical del chasis, V, oscila
durante unos instantes, al comienzo del mo-
vimiento, por motivos del asentamiento del

Figura 3. Implementación 20-Sim de modelo longitudinal de 2 ruedas.

peso tanto de ruedas como del chasis (Figu-
ra 4.15). En dicha gráfica se considera el cen-
tro de masas ubicado a igual distancia de los
ejes y los parámetros de las ruedas delante-
ras y traseras idénticos.

Sistema de ecuaciones del modelamiento de cabeceo de un vehículo mediante Bond Graph / J. C. PARRA M.
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También se puede analizar el comporta-
miento de las velocidades en las ruedas, tan-

Figura 4. Comportamiento de V y W (en el chasis) con ejes a igual distancia del
CG y estimulación de la calzada, nula.

to delanteras como traseras (Figura 5).

Figura 5. Comportamiento de la velocidad de ruedas delanteras y traseras.
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Es claro ver que las velocidades de las
ruedas, en ambos ejes, son similares y las
oscilaciones debidas a los resortes son ate-
nuadas por el efecto producido en el amor-
tiguamiento.

Finalmente, otra simulación interesante

es cuando las distancias de los ejes, con res-
pecto al CG, son distintas (Figura 6). En
dicha gráfica podemos constatar que la ve-
locidad angular ya no es cero, aunque al
transcurrir el tiempo se estabiliza.

Figura 6. Simulación de V y W con longitudes distintas de los ejes al CG.

Para estas mismas condiciones se puede
constatar que las velocidades de las ruedas

(ejes) varían (Figura 5).

Sistema de ecuaciones del modelamiento de cabeceo de un vehículo mediante Bond Graph / J. C. PARRA M.
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Aquí se puede ver claramente que las ve-
locidades son distintas produciendo una leve,
pero mayor velocidad en las ruedas delante-
ras hacia donde hemos acercado el CG del
vehículo.

CONCLUSIONES

Primeramente, se puede señalar que el efecto
de los componentes de la amortiguación en
un vehículo es esencial para lograr su estabili-
dad y comodidad de los pasajeros del mismo.
Según sean los valores de los parámetros se
tendrá una reposición del equilibrio adecua-
da al tiempo de su restitución. Con los da-
tos utilizados se logra una restitución a los
10 segundos pero al modificar estos pará-

Figura 7. Comportamiento de las velocidades en los ejes, con distinta distancia al CG.

metros se puede lograr la restitución antes o
después de este tiempo.

Los resultados de las simulaciones de-
muestran adecuada predicción a los fenóme-
nos cotidianos de los sucesos verticales que se
producen en una conducción como es el caso,
por ejemplo, de un bache en la carretera en
un camino de ripio, el cual transfiere una
determinada velocidad vertical a los neumá-
ticos. Es claro que la amortiguación, junto
al resorte de la misma, son las variables a
manipular para lograr que la oscilación del
móvil se atenúe lo más prontamente posible
y su periodo sea lo más corto alcanzable.

Por otra parte, Bond Graph permite una
implementación del modelo rápidamente
logrando obtener algorítmica y sistemática-
mente las expresiones matemáticas que pue-
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den ser implementadas fácilmente en otra
herramienta de simulación. Esto último es
lo relevante de este trabajo, en el que se han
obtenido las ecuaciones de estado que per-
miten que el movimiento de cabeceo de un
vehículo pueda ser implementado en cual-
quier otro software.

Finalmente, el software 20-Sim ha per-
mitido lograr la simulación del modelo de
forma eficiente permitiendo realizar adecua-
damente cambios de los valores de los pará-
metros para los análisis perinentes.
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